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ΟΔΗΓΙΕΣ 

1. Οι απαντήσεις σε όλα τα ερωτήματα θα πρέπει να αναγραφούν στο Φύλλο Απαντήσεων που ακολουθεί 
μετά το τέλος των εκφωνήσεων. 

2. Η επεξεργασία των θεμάτων θα γίνει γραπτώς σε φύλλα Α4 ή σε τετράδιο που θα σας δοθεί. Τα υλικά 
αυτά θα παραδοθούν στο τέλος της εξέτασης μαζί με το Φύλλο Απαντήσεων 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 
1ο ΘΕΜΑ 
Α.1. Κατά μήκος γραμμικού ελαστικού μέσου 𝑥΄𝑥, 
διαδίδονται δύο εγκάρσια αρμονικά κύματα 𝑦ଵ ൌ
𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ και 𝑦ଶ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ με περίοδο 𝛵 και μήκος 
κύματος 𝜆. Το πρώτο διαδίδεται κατά τη θετική 
φορά του άξονα, θέτοντας κάθε σημείο του μέσου 
σε αρμονική ταλάντωση, η οποία ξεκινά προς τη 
θετική φορά του άξονα 𝑦΄𝑦. Το 𝑦ଶ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ 
διαδίδεται κατά την αρνητική φορά του άξονα, 
θέτοντας κάθε σημείο του μέσου σε αρμονική ταλάντωση, η οποία ξεκινά προς την αρνητική 
φορά του άξονα 𝑦΄𝑦. Τη χρονική στιγμή 𝑡 ൌ 0, τα δύο κύματα συναντώνται σε σημείο του 
μέσου, το οποίο θεωρούμε ως αρχή του άξονα, 𝑥 ൌ 0. Να σχεδιάσετε το στιγμιότυπο της 

χορδής τη χρονική στιγμή 𝑡ଵ ൌ ଷ்

ଶ
, για σημεία της χορδής με τετμημένη θέσης  από 𝑥 ൌ െ2,5𝜆 

μέχρι 𝑥 ൌ 2,5𝜆. 
Α.2. Έστω κύκλος κέντρου 𝛫 και ακτίνας 𝑅, ο οποίος βρίσκεται στο 
επίπεδο της σελίδας. Ένας ευθύγραμμος αγωγός απείρου μήκους, 
κάθετος στο επίπεδο της σελίδας, διέρχεται από σημείο έστω 𝛰, που 
βρίσκεται στο μέσον μιας ακτίνας του κύκλου. Ο αγωγός διαρρέεται 
από ηλεκτρικό ρεύμα έντασης 𝛪, με φορά από τον αναγνώστη προς 
τη σελίδα Δίνονται δύο σημεία 𝛢 και 𝛤 του κύκλου, τα οποία 

σχηματίζουν με το σημείο 𝛰 γωνία 𝛢𝛰෠𝛤 ൌ 𝜃 ൌ 60°. Να υπολογίσετε 
την κυκλοφορία 

෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

 

κατά μήκος του τόξου 𝛢𝛤෽ . Δίνεται η μαγνητική διαπερατότητα του κενού 𝜇ఖ. 
 
2ο ΘΕΜΑ 
Δύο σώματα, μαζών 𝑚ଵ και 𝑚ଶ, οι επιφάνειες των 
οποίων δεν είναι λείες, προσδένονται σε ιδανικά 
ελατήρια με σταθερές 𝑘ଵ και 𝑘ଶ και τοποθετούνται 
όπως στο σχήμα χωρίς να είναι κολλημένα μεταξύ 
τους. Η κλίση του λείου κεκλιμένου επιπέδου είναι 𝜑 
και το σύστημα ισορροπεί όταν τα δύο ελατήρια 
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έχουν ίσες παραμορφώσεις. Οι επιφάνειες επαφής των δύο σωμάτων αποτελούνται από 
υλικά τέτοια ώστε, στην θέση ισορροπίας, η δύναμη κάθε ελατηρίου 𝐹ఌఒ,ଵ, 𝐹ఌఒ,ଶ να 

εξουδετερώνει την αντίστοιχη συνιστώσα του βάρους κάθε σώματος 𝑤௫,ଵ, 𝑤௫,ଶ, δηλαδή δεν 

υπάρχει τριβή μεταξύ των σωμάτων. Μετατοπίζουμε τα δύο σώματα κατά 𝛥𝑙 μέχρι την θέση 
όπου τα ελατήρια έχουν τα φυσικά τους μήκη και τα αφήνουμε ελεύθερα να κινηθούν την 
χρονική στιγμή 𝑡 ൌ 0, οπότε εκτελούν απλή αρμονική ταλάντωση. Να υπολογίσετε: 

Β.1. την σταθερά επαναφοράς 𝐷ଵ,ଶ του συστήματος. 

Β.2. τον ελάχιστο συντελεστή στατικής τριβής 𝜇௠௜௡ ώστε τα δύο σώματα να εκτελούν 
ταλάντωση χωρίς να ολισθαίνουν το ένα ως προς το άλλο. 

Β.3. Στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας τα 
ίδια σώματα και τα ίδια ελατήρια, 
κατασκευάζουμε την πειραματική διάταξη 
του σχήματος, όπου το επίπεδο στήριξης είναι οριζόντιο και τα ελατήρια έχουν τα φυσικά 
τους μήκη. Εκτρέπουμε και πάλι τα σώματα κατά 𝛥𝑙 και τα αφήνουμε να εκτελέσουν Α.Α.Τ. 
Για ποια σχέση των μεγεθών 𝑚ଵ, 𝑚ଶ, 𝑘ଵ και 𝑘ଶ δεν χρειάζεται να αναπτύσσεται τριβή μεταξύ 
των σωμάτων, ώστε το 𝑚ଵ να μην ολισθαίνει το ως προς το 𝑚ଶ κατά την διάρκεια της Α.Α.Τ; 

3ο ΘΕΜΑ 
Δύο όμοιες μεταλλικές ράβδοι, ΚΛ και ΜΝ, 
κάθε μία μάζας 𝑚, μήκους 𝑙 και αντίστασης 
𝑅, τοποθετούνται πάνω σε λείους, 
παράλληλους και με μηδενική ωμική 
αντίσταση μεταλλικούς οδηγούς, κάθετα στο 
μήκος τους (βλ. σχ.). Το επίπεδο των 
οδηγών είναι οριζόντιο. Η πειραματική 
διάταξη τοποθετείται εντός ομογενούς 
μαγνητικού πεδίου μαγνητικής επαγωγής 𝛣, οι δυναμικές γραμμές του οποίου είναι κάθετες 
στο επίπεδο των οδηγών. Οι ράβδοι τοποθετούνται σε τέτοιες θέσεις ώστε η μεταξύ τους 
απόσταση να είναι 𝐷. Την χρονική στιγμή 0 η ΚΛ εκτοξεύεται με ταχύτητα μέτρου 𝜐ఖ σε 
κατεύθυνση παράλληλη προς τους δύο οδηγούς και φορά τέτοια ώστε να απομακρύνεται 
από την ΜΝ. 
Γ.1. Να αποδείξετε ότι οι ταχύτητες των δύο ράβδων τελικά θα εξισωθούν. 
Γ.2. Να υπολογίσετε την τελική απόσταση 𝐷ఛఌఒ των δύο ράβδων. 
Γ.3. Να υπολογίσετε την τελική ταχύτητα 𝜐ఛఌఒ των δύο ράβδων. 
Γ.4. Να υπολογίσετε το συνολικό ποσό |𝑄| της θερμότητας που εκλύεται από την 
πειραματική διάταξη. 
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ΦΥΛΛΟ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ 

Επώνυμο: …………………………………. Όνομα: …………………… Τάξη: … 

Πατρώνυμο: ………………. Μητρώνυμο: ………………… 

Σχολείο: …………………...………..………. Τηλέφωνο Σχολείου: ……………… 

 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 

1ο ΘΕΜΑ 

Α.1. Α.2. ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

ൌ 

…………………………………….. 

 

2ο ΘΕΜΑ 
Β.1. 𝐷ଵ,ଶ ൌ……………  ,  Β.2. 𝜇௠௜௡ ൌ……………  ,  Β.3. ………………………... 

3ο ΘΕΜΑ 

Γ.1. (στο τετράδιο)  ,  Γ.2. 𝐷ఛఌఒ ൌ……………  ,  Γ.3. 𝜐ఛఌఒ ൌ……………  ,  Γ.4. |𝑄| ൌ…………… 

 

Καλή επιτυχία!
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Συνοπτικές Απαντήσεις 
 

1ο ΘΕΜΑ 

Α.1. Το κύμα 𝑦ଵ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ  περιγράφεται από την εξίσωση: 

𝑦ଵ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ቀଶగ௧

ఁ
െ ଶగ௫

ఒ
ቁ με 𝑡 ൒ ௫

జ
 

Το κύμα 𝑦ଶ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ  από την εξίσωση: 

𝑦ଶ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ቀଶగ௧

ఁ
൅ ଶగ௫

ఒ
൅ 𝜋ቁ με 𝑡 ൒ െ ௫

జ
 

όπου 𝑥 η τετμημένη θέσης. 

Από τη συμβολή των δύο κυμάτων προκύπτει στάσιμο. Εφαρμόζουμε την γνωστή 
μεθοδολογία υπολογισμού του τύπου της συνάρτησης που το περιγράφει, 
συνυπολογίζοντας την αρχική φάση της δεύτερης κυματικής συνιστώσας: 

𝑦 ൌ 𝑦ଵ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝛢 ൤𝜂𝜇 ൬
2𝜋𝑡

𝛵
െ

2𝜋𝑥
𝜆

൰ ൅ 𝜂𝜇 ൬
2𝜋𝑡

𝛵
൅

2𝜋𝑥
𝜆

൅ 𝜋൰൨ ⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈
ቀଶగ௧

ఁ
െ ଶగ௫

ఒ
ቁ െ ቀଶగ௧

ఁ
൅ ଶగ௫

ఒ
൅ 𝜋ቁ

2
∙ 𝜂𝜇

ቀଶగ௧

ఁ
െ ଶగ௫

ఒ
ቁ ൅ ቀଶగ௧

ఁ
൅ ଶగ௫

ఒ
൅ 𝜋ቁ

2
⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൤െ ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰൨ ∙ 𝜂𝜇 ൤൬
2𝜋𝑡

𝑇
൅

𝜋
2

൰൨ ⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰ ∙ 𝜂𝜇 ൤൬
2𝜋𝑡

𝑇
൅

𝜋
2

൰൨ 

όπου: െ𝜐𝑡 ൑ 𝑥 ൑ 𝜐𝑡 

Την χρονική στιγμή 𝑡 ൌ ଷ்

ଶ
, έχει δημιουργηθεί στάσιμο κύμα μεταξύ των θέσεων െ ଷ

ଶ
𝜆 ൑ 𝑥 ൑

ଷ

ଶ
𝜆, το στιγμιότυπο του οποίου περιγράφεται από την εξίσωση: 

𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰ ∙ 𝜂𝜇 ൤൬
2𝜋
𝑇

∙
3𝑇
2

൅
𝜋
2

൰൨ ⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰ ∙ 𝜂𝜇 ቂቀ3𝜋 ൅
𝜋
2

ቁቃ ⇒ 𝑦 ൌ 2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰ ∙ ሺെ1ሻ ⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ െ2𝛢𝜎𝜐𝜈 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൅

𝜋
2

൰ 
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Την ίδια στιγμή, στην περιοχή με: െ ହ

ଶ
𝜆 ൑ 𝑥 ൑ െ ଷ

ଶ
𝜆  διαδίδεται το κύμα 𝑦ଵ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ , το 

στιγμιότυπο του οποίου περιγράφεται από την εξίσωση:  

𝑦ଵ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬
2𝜋
𝛵

∙
3𝑇
2

െ
2𝜋𝑥

𝜆
൰ ⇒ 𝑦ଵ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬3𝜋 െ

2𝜋𝑥
𝜆

൰ ⇒ 𝑦ଵ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬𝜋 െ
2𝜋𝑥

𝜆
൰ ⇒ 

⇒ 𝑦ଵ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൰ ⇒ 

ενώ στην περιοχή με:  
ଷ

ଶ
𝜆 ൑ 𝑥 ൑ ହ

ଶ
𝜆 διαδίδεται το κύμα 𝑦ଶ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑡ሻ, το στιγμιότυπο του 

οποίου περιγράφεται από την εξίσωση: 

𝑦ଶ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬
2𝜋
𝛵

∙
3𝑇
2

൅
2𝜋𝑥

𝜆
൅ 𝜋൰ ⇒ 𝑦ଶ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬4𝜋 ൅

2𝜋𝑥
𝜆

൰ ⇒ 

⇒ 𝑦ଶ ൌ 𝛢𝜂𝜇 ൬
2𝜋𝑥

𝜆
൰ 

Συνεπώς, η μορφή της χορδής κατά την ζητούμενη χρονική στιγμή είναι αυτή που φαίνεται 
στο ακόλουθο σχήμα: 

 

Α.2. Σχεδιάζουμε ένα κύκλο κέντρου 𝛰 και ακτίνας 𝑟 ൌ
ሺ𝛰𝛢ሻ ο οποίος τέμνει την 𝛤𝛰 σε σημείο έστω 𝛥 (βλ. 
σχήμα). 
Έτσι, σχηματίζεται ο βρόχος 𝛢𝛤𝛥𝛢, τον οποίο πρέπει να 
διατρέξουμε ωρολογιακά, αφού μας ζητείται η κυκλοφορία 
στο (προσανατολισμένο) τόξο 𝛢𝛤෽ . 
Εφαρμόζοντας στον βρόχο τον νόμο του Ampère 
προκύπτει: 

෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜ ൌ
ሺ௮௰௱௮ሻ

𝜇ఖ𝛪ఌఊ఑ ൌ 0 
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Κατά μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ሺ𝛤𝛥ሻ η ένταση του μαγνητικού πεδίου είναι κάθετη 
στα στοιχειώδη τμήματα 𝑑𝑙௜. 
Επίσης, για όλα τα στοιχειώδη μήκη του τόξου 𝛥𝛢෽ , η γωνία ισούται με 180°. 
Έχουμε λοιπόν: 
  

෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

൅ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈90°
ሺ௰௱ሻ

൅ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈180°
൫௱௮෽ ൯

ൌ 0 

 
Λόγω συμμετρίας, το μέτρο 𝐵 της έντασης του μαγνητικού πεδίου που δημιουργεί ο 

ευθύγραμμος αγωγός απείρου μήκους, είναι ίδιο σε όλα τα σημεία του τόξου 𝛥𝛢෽  που 
απέχουν απόσταση 𝑟 ൌ ሺ𝑂𝐴ሻ από τον αγωγό. Το μέτρο αυτό ισούται με: 

𝛣௥ ൌ
𝜇ఖ

4𝜋
∙

2𝐼
𝑟

 

 
Συνεπώς για την ζητούμενη έκφραση της κυκλοφορίας ισχύει: 

෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

൅ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜ ∙ 0
ሺ௰௱ሻ

൅ ෍ 𝛣௥𝑑𝑙௜ ∙ ሺെ1ሻ

൫௱௮෽ ൯

ൌ 0 ⇒ 

⇒ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

൅ 0 െ 𝛣௥ ∙ ෍ 𝑑𝑙௜

൫௱௮෽ ൯

ൌ 0 ⇒ 

⇒ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

൅ 0 െ 𝛣௥ ∙ 𝑟 ∙
𝜋
3

ൌ 0 ⇒ 

⇒ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

ൌ 𝛣௥ ∙ 𝑟 ∙
𝜋
3

⇒ 

⇒ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

ൌ
𝜇ఖ

4𝜋
∙

2𝐼
𝑟

∙ 𝑟 ∙
𝜋
3

⇒ 

⇒ ෍ 𝛣௜𝑑𝑙௜𝜎𝜐𝜈𝜑௜

௮௰෽

ൌ
𝜇ఖ ∙ 𝛪

6
 

 
2ο ΘΕΜΑ 

Β.1. Στην θέση ισορροπίας η συνισταμένη δύναμη σε κάθε σώμα ισούται με μηδέν. Άρα, για 

το σώμα μάζας 𝑚ଵ ισχύει: 

𝑘ଵ𝛥𝑙 ൌ 𝑚ଵ𝑔𝜂𝜇𝜑  (1) 

και για το σώμα μάζας 𝑚ଶ: 

𝑘ଶ𝛥𝑙 ൌ 𝑚ଶ𝑔𝜂𝜇𝜑  (2) 

Αφού στην θέση αυτή τα σώματα δεν δέχονται τριβή. 
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Θεωρώντας ως θετική την φορά προς τα πάνω, σε τυχαία απομάκρυνση 𝑥 από την θέση 

ισορροπίας, στο σύστημα των δύο σωμάτων ασκούνται οι δυνάμεις από τα δύο ελατήρια: 

𝐹ఌఒఈఛ,ଵ
΄ ൌ 𝑘ଵሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ 

και 

𝐹ఌఒఈఛ,ଶ
΄ ൌ 𝑘ଶሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ 

Συνεπώς: 

𝛴𝐹 ൌ 𝑘ଵሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ ൅ 𝑘ଶሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ െ 𝑚ଵ𝑔𝜂𝜇𝜑 െ 𝑚ଶ𝑔𝜂𝜇𝜑
ሺଵሻ,ሺଶሻ
ሳልልሰ 

⇒ 𝛴𝐹 ൌ െሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ𝑥  (3) 

Άρα, το σύστημα των δύο σωμάτων εκτελεί Α.Α.Τ. με 

𝐷 ൌ 𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶ  (4) 

και 

𝜔 ൌ ට
௞భା௞మ

௠భା௠మ
  (5) 

Β.2. Για να εξετάσουμε την ταλάντωση του κάθε σώματος χωριστά, υπολογίζουμε τις 

σταθερές επαναφοράς: 

𝐷ଵ ൌ 𝑚ଵ𝜔ଶ ൌ ௠భ

௠భା௠మ
ሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ  (6) 

και 

𝐷ଶ ൌ 𝑚ଶ𝜔ଶ ൌ ௠మ

௠భା௠మ
ሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ  (7) 
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Υπολογισμός στατικής τριβής 𝛵ଵ στο σώμα μάζας  𝑚ଵ: Σε τυχαία θέση που απέχει κατά 𝑥 

από την Θέση Ισορροπίας της Α.Α.Τ., σχεδιάζουμε τις δυνάμεις που δέχεται το σώμα: 

ΣΧΟΛΙΟ: Η φορά της 𝛵ଵ δεν μπορεί να προβλεφθεί επειδή η 𝐹ఌఒఈఛ,ଵ και 𝑤ଵ,௫ δικαιολογούν 

την κατεύθυνση της δύναμης επαναφοράς για το σώμα. ΑΡΑ στην ΤΥΧΑΙΑ ΘΕΣΗ: 

േ𝛵ଵ ൅ 𝑘ଵሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ െ 𝑚ଵ𝑔𝜂𝜇𝜑 ൌ െ𝐷ଵ𝑥
ሺ଺ሻ
ሳሰ 

⇒ േ𝛵ଵ ൅ 𝑘ଵሺ𝛥𝑙 െ 𝑥ሻ െ 𝑚ଵ𝑔𝜂𝜇𝜑 ൌ െ
𝑚ଵ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ𝑥

ሺଵሻ
ሳሰ 

⇒ േ𝛵ଵ െ 𝑘ଵ𝑥 ൌ െ
𝑚ଵ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ𝑥 ⇒ 

⇒ 𝛵ଵ ൌ ቤ
𝑘ଵሺ𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶሻ െ 𝑚ଵሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ቤ 𝑥 ⇒ 

⇒ 𝛵ଵ ൌ ቚ௞భ௠మି௞మ௠భ

௠భା௠మ
ቚ 𝑥  (8) 

Άρα, η μέγιστη απαιτούμενη τριβή είναι: 

𝛵ଵ,ఈగఈఐఛ,௠௔௫ ൌ ቚ௞భ௠మି௞మ௠భ

௠భା௠మ
ቚ 𝐴  (9) 

και πρέπει να μην υπερβαίνει την μέγιστη διαθέσιμη στατική τριβή, δηλαδή: 

𝛵ଵ,ఈగఈఐఛ,௠௔௫ ൑ 𝜇ఙఛ𝛮ଵ

ఀி೤ୀ଴
௺భୀ௠భ௚ఙజఔఝ
ሳልልልልልልልልልሰ 𝛵ଵ,ఈగఈఐఛ,௠௔௫ ൑ 𝜇ఙఛ𝑚ଵ𝑔𝜎𝜐𝜈𝜑 ⇒ 

⇒ ฬ
𝑘ଵ𝑚ଶ െ 𝑘ଶ𝑚ଵ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ฬ 𝐴 ൑ 𝜇ఙఛ𝑚ଵ𝑔𝜎𝜐𝜈𝜑 ⇒ 

⇒ 𝜇ఙఛ ൒ ฬ
𝑘ଵ𝑚ଶ െ 𝑘ଶ𝑚ଵ

ሺ𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶሻ𝑚ଵ𝑔𝜎𝜐𝜈𝜑
ฬ 𝐴 ⇒ 

⇒ 𝜇ఙఛ,௠௜௡ ൌ ฬ
𝑘ଵ𝑚ଶ െ 𝑘ଶ𝑚ଵ

ሺ𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶሻ𝑚ଵ𝑔𝜎𝜐𝜈𝜑
ฬ 𝐴

஺ୀ௱௟
ሳልሰ 

⇒ 𝜇ఙఛ,௠௜௡ ൌ ቚ ௞భ௠మି௞మ௠భ

ሺ௠భା௠మሻ௠భ௚ఙజఔఝ
ቚ 𝛥𝑙  (10) 

 

Β.3. Στην τυχαία απομάκρυνση 𝑥 της νέας Α.Α.Τ. ισχύει: 

േ𝛵ଵ െ 𝑘ଵ𝑥 ൌ െ𝐷ଵ𝑥 ⇒ 

⇒ 𝛵ଵ ൌ ฬ
𝑘ଵ𝑚ଶ െ 𝑘ଶ𝑚ଵ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ฬ 𝑥

ሺଽሻ,ሺଵ଴ሻ
ሳልልልሰ 

και 
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ฬ
𝑘ଵ𝑚ଶ െ 𝑘ଶ𝑚ଵ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
ฬ 𝛥𝑙 ൑ 𝜇ఙఛ𝑚ଵ𝑔 ⇒ 

⇒ 𝜇ఙఛ,௠௜௡ ൌ ቚ ௞భ௠మି௞మ௠భ

ሺ௠భା௠మሻ௠భ௚
ቚ 𝛥𝑙  (11) 

 

Ο συντελεστής τριβής μηδενίζεται όταν 

𝑘ଵ𝑚ଶ ൌ 𝑘ଶ𝑚ଵ ⇒ ௞భ

௞మ
ൌ ௠భ

௠మ
 (12) 

3ο ΘΕΜΑ 

Γ.1. Λόγω της κίνησης της ράβδου ΚΛ 

μέσα στο μαγνητικό πεδίο (βλ. σχ.) 

εμφανίζεται στα άκρα της επαγωγική ΗΕΔ 

με πολικότητα τέτοια ώστε 𝑉௸ ൐ 𝑉௷. 

Συνεπώς, διαρρέεται από επαγωγικό 

ρεύμα 𝐼ఌగ με φορά από το Κ προς το Λ, το 

αποτέλεσμα του οποίου είναι μια δύναμη 

Laplace που επιβραδύνει την ΚΛ. 

Το ρεύμα αυτό εμφανίζει μια άλλη δύναμη στην (αρχικά ακίνητη) ράβδο ΜΝ, με αποτέλεσμα 

αυτή να επιταχύνεται κατά την φορά κίνησης της ΚΛ. 

Μόλις όμως η ΜΝ τεθεί σε κίνηση (𝑡 ൐ 0), εμφανίζει στα άκρα της μια επαγωγική ΗΕΔ με 

πολικότητα τέτοια ώστε 𝑉௹ ൐ 𝑉௺, δηλαδή οι δύο επαγωγικές ΗΕΔ τείνουν να 

αλληλοαναιρεθούν. 

Επειδή όμως αρχικά 𝜐௷௸ ൐ 𝜐௹௺ τόσο η συνολική επαγωγική ΗΕΔ στο κύκλωμα, όσο και το 

επαγωγικό ρεύμα διαφέρουν από το μηδέν. 
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Η 𝜐௷௸ μειώνεται συνεχώς ενώ, ταυτόχρονα, η 𝜐௹௺ αυξάνεται. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι 

κάποτε θα εξισωθούν. 

Εκείνη την στιγμή η συνολική επαγωγική ΗΕΔ θα μηδενιστεί. 

Από την στιγμή εκείνη και μετά το κύκλωμα δεν θα διαρρέεται από ρεύμα και οι ράβδοι θα 

εκτελούν ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. 

Γ.2. Έστω, ότι την χρονική στιγμή 𝑑𝑡 οι ράβδοι έχουν μετακινηθεί κατά 𝑑𝑥௷௸ και 𝑑𝑥௹௺ 

αντίστοιχα. Συνεπώς, η μεταξύ τους απόσταση έχει γίνει 𝐷 ൅ 𝑑𝑥, με 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑥௷௸ െ 𝑑𝑥௹௺. Οι 

στιγμιαίες επαγωγικές ΗΕΔ είναι: 

൜
𝛦ఌగ,௷௸ ൌ 𝛣𝑙𝜐௷௸

𝛦ఌగ,௹௺ ൌ 𝛣𝑙𝜐௹௺
 

Άρα 

𝛪ఌగ ൌ 𝛣𝑙
𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑅
 

και 

𝐹௅ ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑅
 

Από τον Θεμελιώδη Νόμο της Μηχανικής έχουμε: 

|𝛼௷௸| ൌ |𝛼ெே| ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑚𝑅
 

Λαμβάνοντας υπ΄ όψη τις φορές των επιταχύνσεων, προκύπτουν οι σχέσεις: 

൞

𝑑𝜐௷௸

𝑑𝑡
ൌ െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑚𝑅
𝑑𝜐ெே

𝑑𝑡
ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑚𝑅

⇒ ൞
𝑑𝜐௷௸ ൌ െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑚𝑅
𝑑𝑡

𝑑𝜐ெே ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸ െ 𝜐௹௺

2𝑚𝑅
𝑑𝑡

⇒ 

⇒ ൞
𝑑𝜐௷௸ ൌ െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸𝑑𝑡 െ 𝜐௹௺𝑑𝑡

2𝑚𝑅

𝑑𝜐ெே ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝜐௷௸𝑑𝑡 െ 𝜐௹௺𝑑𝑡
2𝑚𝑅

𝑑𝑡
⇒ ൞

𝑑𝜐௷௸ ൌ െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝑑𝑥௷௸ െ 𝑑𝑥௹௺

2𝑚𝑅

𝑑𝜐ெே ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝑑𝑥௷௸ െ 𝑑𝑥௹௺

2𝑚𝑅

⇒ 

⇒ ൞
𝑑𝜐௷௸ ൌ െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝑑𝑥

2𝑚𝑅

𝑑𝜐ெே ൌ 𝛣ଶ𝑙ଶ 𝑑𝑥
2𝑚𝑅

 

όπου θεωρήσαμε ότι στο απειροστό χρονικό διάστημα 𝑑𝑡, μόνο οι πρωτοβάθμιοι όροι ως 

προς τον χρόνο έχουν σημασία, οπότε η κίνηση κάθε ράβδου είναι προσεγγιστικά 

ευθύγραμμη ομαλή. 
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Η συνολική μεταβολή της ταχύτητας της ράβδου ΚΛ θα είναι: 

𝛥𝜐௷௸ ൌ ෍ 𝑑𝜐௷௸ ⇒ 𝛥𝜐௷௸ ൌ ෍ ൬െ𝛣ଶ𝑙ଶ 𝑑𝑥
2𝑚𝑅

൰ ⇒ 𝛥𝜐௷௸ ൌ
െ𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
෍ 𝑑𝑥 ⇒ 

⇒ 𝛥𝜐௷௸ ൌ
െ𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
𝛥𝑥 

όπου με 𝛥𝑥 συμβολίζουμε τη συνολική μεταβολή της απόστασης μεταξύ των δύο ράβδων. 

Αντίστοιχα, για την ΜΝ έχουμε: 

𝛥𝜐௹௺ ൌ
𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
𝛥𝑥 

Για τις τελικές ταχύτητες των δύο ράβδων έχουμε: 

൜
𝜐௷௸,ఛఌఒ ൌ 𝜐ఖ ൅ 𝛥𝜐௷௸

𝜐ெே,ఛఌఒ ൌ 𝛥𝜐௹௺
 

Όπως αποδείξαμε, οι τελικές ταχύτητες είναι ίσες, άρα ισχύει: 

𝜐ఖ ൅ 𝛥𝜐௷௸ ൌ 0 ൅ 𝛥𝜐௹௺ ⇒ 𝜐ఖ െ
𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
𝛥𝑥 ൌ

𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
𝛥𝑥 ⇒

𝛣ଶ𝑙ଶ

𝑚𝑅
𝛥𝑥 ൌ 𝜐ఖ ⇒ 𝛥𝑥 ൌ

𝑚𝑅𝜐ఖ

𝛣ଶ𝑙ଶ  

Προκύπτει λοιπόν: 

𝐷ఛఌఒ ൌ 𝐷 ൅
𝑚𝑅𝜐ఖ

𝛣ଶ𝑙ଶ  

Γ.3. Με βάση τα προηγούμενα αποτελέσματα έχουμε: 

⎩
⎨

⎧𝜐௷௸,ఛఌఒ ൌ 𝜐ఖ െ
𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
∙

𝑚𝑅𝜐ఖ

𝛣ଶ𝑙ଶ

𝜐ெே,ఛఌఒ ൌ
𝛣ଶ𝑙ଶ

2𝑚𝑅
∙

𝑚𝑅𝜐ఖ

𝛣ଶ𝑙ଶ

⇒ 𝜐௷௸,ఛఌఒ ൌ 𝜐ெே,ఛఌఒ ൌ 𝜐ఛఌఒ ൌ
𝜐ఖ

2
 

Γ.4. Η ενέργεια που παρέχεται αρχικά στο σύστημα είναι η κινητική ενέργεια της ράβδου ΚΛ. 

Αφού η πειραματική διάταξη θεωρείται απαλλαγμένη από τριβές, οι μόνες απώλειες 

οφείλονται στο φαινόμενο Joule. 

 Συνεπώς η θερμότητα που εκλύεται στο περιβάλλον ισούται με: 

|𝑄| ൌ 𝛫ఈఘఞ െ 𝛫ఛఌఒ ⇒ |𝑄| ൌ  
1
2

𝑚𝜐ఖ
ଶ െ ൬

1
2

𝑚𝜐௷௸,ఛఌఒ
ଶ ൅

1
2

𝑚𝜐௹௺,ఛఌఒ
ଶ൰ ⇒ 

⇒ |𝑄| ൌ  
1
2

𝑚𝜐ఖ
ଶ െ 2 ∙

1
2

𝑚
𝜐ఖ

ଶ

4
⇒ 

⇒ |𝑄| ൌ  
1
4

𝑚𝜐ఖ
ଶ 


